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0.1 Valeurs numériques

m~ 3.1416 e~ 2.718
In2 ~ 0.693 In3~1.1 In10~ 2.3
V2 ~ 1.414 V3 ~ 1.732

me~9.1-10%kg e~1302-10°C my~my~167-10%kg  N,=~6.02-10%

G~ 6.67-107t S|

Mrerre ~ 6 - 1024 kg Msoreil = 2 - 103%kg Ts ~ 86164 s Rs ~ 42220 km vs ~ 3079 m/s
rr_s = 1 ua~ 150-10°m Tt = 1an ~ 365.25x 86400 s

lcal =4.18J: permet d’élever d’1 K 1 kg d’eau

0.2 Analyse vectorielle

_)
dl = (he(a, o2, 03) dag, ho(ay, 2, 03) Az, ha(as, Ao, 3) das)
cyl:hp=1 hy=r hg=1 sph:hy=1 hy=r hg=rsing

Nabla : (3. 9. B.)

dx’ dy’ 0z
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Af = V2f = div(grad f)
i af Pt P af
Af = (67 + 57+ ﬁ)m = (%%(rﬁ) + %W + ﬁ)cyl = (rlz(;’—r(rza—r) +.. .)Sph
Flux : gb(A_f, ¥) = ffz A. d_S) (surf fermée : ds vers I’ext)
Th de Green-Ostrogradsky : ¢§ A- ds = [1f, div Adr
Circulation : Cpq, 4 = fPQ A.di
’ﬁ\ — —_— o5
Th de Stokes : ¢ A-dl = [[ rotA-dS
. " —
Formule du gradient : ¢§ f dS = [ grad f dr
Formule de Kelvin : fffﬁﬁfdf =-f AAdS  démo: avec div(A A B)

grad(fg) = f gradg + ggrad f
div(fA) = A-grad f + f divA



rot(fA) = grad f A A+ ot A

div(AAB) = B-rotA— A-rot B

rot(A A B) = (B- grad)A — (A - grad)B + (divE) - A - (divA) - B
— = o — . 5 25

rot(rot A) = graddiv A — AA

grad(A- B) = (B- grad)A + (A- grad)B + B ATot A+ AA 1ot B

N

diviotA=0  rotgradf =0

grad(}) = = %

Vecteur surface : S = 1 é OM A dOM

Angle solide (en stéradians) : dQ = ”ds = 95856 = sin § dodyp sphére : 4r st
Au sommet de mesure a d’un céne : Q = 27(1 — cos @)

< costsint >=0

< cos?t >i=<sin’t >=1

Approximation des grandes distances M “loin” de Aet B: rg —rp = —acos6 avec a = AB et § = BOM
démo :r3 —r2 ~ —2arcosfetra+rg =~ 2a

Conservation de I’énergie, homogénéité de I’espace, isotropie de I’espace
Conservation locale : 6y = dye + dxc (échange création)

Sxe = ~(f5 3, - E§)dt avec J, =pV  Sxc = [[f, o declt
conservation : 2t + divJ, = o,

1 Mécanique

Coordonnées cylindriques : V = (f,r6,2) et & = (f — r6%,ré + 2i6,2) ona:rf+2fg =14

@) = du, et (W) = —0u,

Coordonnées curvilignes : \7 =&Teta=&T + gﬁ (ona:s=|VetT = H—%,)
ar = (‘W)V (d’oup = avecdy = d- aT)

Bt

II5NII

%) =(8) +BnrA
= R’ /R
(dt R s /

- —_—
V=V, +Vo (vitesse d’entrainement/ relative)  avec Vo = W(O') + QA O'M
d=a +a.+a. (accélération relative / d’entrainement / complémentaire (de Coriolis))

+

+
E’ez(“d—ﬁ) AOM+ QA (G AOM)
=2

Pour un mouvement de rotation : IET: = —Mae = mwzm
IEi_Z = 2MO AV,

Force dérivant d’un potentiel < conservative

lf = - ﬁap
dw = F-dl = —d&, —F.v dftp
Moment cinétique : C = OM A P = mOM AV

Moment d”une force : Mo(F = &= OM A F (= G si le mouvement est plan)

Théoréme de I’énergie cinétique : AS. = Wag(F)

Position d’équilibre : > F=0ou d‘g" = stable :
stabilité : poser X = X¢gq + & —> pL du TRC

dap

> 0/ sinon : instable (repos : V = O)

Frottement solide : Rr = kRy ou Ry < kRy six=10
Frottement fluide : F = —kv
Ressort: F = —k("~To) ~ &p = k(I - lo)?

Centre de masse G : M OG = ,(mOA) B=M Ve
Référentiel barycentrique : centré sur G

— — R .
P*=0 L* est le méme en tout point



L e S T { .1 )
Théoréme de Keenig : Lo = L* + OG A Pet &, = &5 + sMV3
Deux points : masse réduite du systeme : M = u = %

1.1 Forces centrales

K =GmM
Constante des aires : C = r20 = [ AVl = & démo: & = 0= 190 oy bien & = - M(0) = 0)
Loi des aires (surface balayée) : dS = 1Cdt (< dS = ir?dg) — période
Etablir la loi du mouvement:  poser u = % - éliminer  avec 6 = r% - calculerf eti avec @ = é%
Formules de Binet :

V2 =12 4 (reR)? = CZ[(““)2 W] (= &)

2

a=f-r? =% ﬂez + ]
&En<0:e<l:ellipse
&-=0:e=1:parabole
&5 >0:e>1:hyperbole
cara=pa, = =%
Ep==H
&= 2,uvz ro =K démo:&n=1(P+r2?) - % éliminerdavecC calculer Emenr =a+cetenr =a—c(ol T = 0)
p= ’%2 =+a(l-€) (= aavec&y)
p= % e=¢$ & =0+
U=PAL-uKe =cst _ direction : grand axe, sens foyer — périastre ; ¢ = arg(Ur + iU9)

3°loi de Kepler : période : L5 = 4724 ~ éi,\; démo: [dS = 1CT = zab — au carré puis C? = 2K car p= £ = &
Vitesses de libération : v; = ,/Gr’\:T etv, = V2w (car m% = cst)

Vecteur excentricité : A=8, — &V = cst A = -

Ellipse :

équation pol : = oty cart : a2 + zzz 1
OF =c FP=a-c OC=b FM+F'M=2a FA=a+c
la bissectrice de FMF~ est normale & I’ellipse

Conservation : du moment cinétique et de &,

1.2 Oscillateurs

F = -kX
Epx) * Epixe) + & ~avec X = X— X avec Xp : puits de potentiel

Harmonique :
Isochronisme : wy indépendant de Xo T=2=2g VR

wo
Em= 7KX] + Epix)
Energie moyenne : &; = 8p =

Amorti:wf =K &= n% (Firow = ~h %)
X+ “g X+ wix =0
Q < = : régime apériodique, Q = : critique, Q > % : pseudo-périodique, Q — oo : périodique

Decrement logarithmique (rapport entre deux max successifs) constant
Plan de phase : x en fonction de x

% — (—hX)X = Prore < 0

Frottement solide : F = —h x sgn x s”il y a mouvement, F = 0 sinon
oscillations centrés sur +%
Oscillateur harmonique force : poser Xg = Xg — Xa,

Résoudre en posant Xo = Xpel¥ etq= £ = fio

Oscillations autour de la pos d’équilibre : intégrer &m = cst avec unpL de I'Sp
m(dt) ( T )(r reg) =0 —  multiplier par (%)



Période des oscillations : En = 2% + E5(x) —  dx= ,lz(sLnfp(X))dt - 1= fOT/4dt=
%o _ do

b0 g2
1.3 Chocs

Quantités de mouvement : P, + P, = cst
Elastique : &c = cst (Fiort =~ 0) mou : & # cst

. L. - = —
Ceefficient de restitution : v, — v, = —e(V{ — V)
O<ex<l1 e=1: élastique e =0 parfaitement mou

Sur une surface dure ; Fyor = 0 = Vr = cst: si élastique : Vi = Vr et V|, = -V
Choc élastique : Ap = 23,

I'y a conservation : de la quantité de mvt; si le choc est élastique : de I’E. du syst

1.4 Mécanique du solide
Formule de Gibbs : (A V) AW = (U- W)V — (V- W)d
Champ équiprojectif & antisymétrique (G- £(V) = —V- £(0)) = :
— — - =
Torseur : Mp = Mg+ RA QP
Vecteur lié : (A, 0) = glisseur : Gp = G A AP couple : torseur uniforme
Comoment (ici noté &) (indép de M) : M@ M’ = My - R + My, - R

Centre d’inertie G : fgl\_/l) dm =0 et mOG = f6l\_/l) dm
Théorémes de Guldin :

- Asurf engendrée par la courbe = Lcourbe X Lcercle engendré par G
- (Vengendrée par lasuf = Asurt X Leercle engendré par G

H4 A - - 4
Torseur cinématique (des vitesses) : Vg = Va + Q A AB

< .. —_—
Torseur cinétique : ¢a = [AM AUy dm  Re = P=nmvg Fa =%
Torseur dynamique : 6 = fm Adwdm  Ry=mds

Q(Rl/R) = [(%)-R R}l] ?1 + [(dd—iztl)ﬂrl] rl + [(%)-R rl R)l = ﬁ A ﬁl = %

Opérateur d’inertie : ¢o = J(0)@ = f6|\7l) A@ A 6I\7I)) dm
coefdiag: Ixx = [(Y?+2) dm= [didm Iy =— [ xydm

Moment d’inertie : Ja = 0- J(oU rotation autour d’un axe : op = Jaw

Th d’Huygens : Ja = Ja. + md?  (A/Ag)

Moments d’inertie :

— sphére: Jy, = 2mR?

— boule: Jy, = ZmR?

— disque : Jp, = sMR?

— cylindre [creux] : Ja, = [3]mMR2

— barre: Jp, = Sml?

Calcul de J pour une sphére : [[[ d2 dm= 2 ([ r? dm

Th de Keenig : &a = & + AG A Mig 3A=5*+K)3/\méez%+ﬁ/\mée

si Afixe (ds R galil) ou A = G ou Va/V : 6a = %2

sVt:0a =228 = T = J6
Th de Keenig (att : I'& dépend du réftl) : E = (Vg - Re + @ - Fg) = 2(V® &) = mv2 + 17a0? = 1mVZ + &,
Th de Kenig : I )@ = J @ + mOG A (@A @)

Th de la résultante cinétique (1rc) : & = 3 fax
5 =
Th du moment cinétique (rvc) : § = M



Th de I’énergie mécanique (Tem) : d8° = P = Pint + Pext (ds un réftl galil ou barycentrq)
Ecrire le T™c au point d’application des forces de frottement (— /T)/[(ﬁ) = 6)

Ds un réftl galil : A&y = Wie syst conservatif : Em = Ec + Ep = cst

dV=gradV-di’  dW=-dV AW = -AV
La puiss des actions int est indép du réftl choisi

Moment d’une force : Ma(F) = fm AdF = Mo + ([ dF) A OA
. — —
Puissance (dépend du réftl) : Pz = F - Uy + Mw(F) - @ = Ve M(F)

Champ de pesanteur : /T)/(o =mgA GO
i ~)_ —_ . _ _ M _MP
Force pressante : df = —gradPdr  svt:gradP =pd = 3§ = %0

Condition de roulement sans glissement : V|, = 0 - X+8=0
Lois de Coulomb (||I5¢|| < f||I3,]||) :

— siglissement : R opposé av IRl = falIR.ll
— sinon : IRl = fslIRyll

Liaison parfaite : puiss des actions de contact = 0

2 Electrocinétique

Densité particulaire de porteurs de charge : Ny = ‘é—

Densité de charge mobile : p, = 9 ’
Densité de courant en un point: J = pmV

Charge : dQ = (J- dS)dt

Intensité : dI = J

Sl

Conservation de la charge div J'+ dpm =0

Loi d’Ohm locale : J = yE v conductlvité

| =JX =9yZE

U = El = Rl avec R—
démo:U = de——fg

Conductance : G = z

AV =RI

Résistances : série (R = R; + Ry) / parallele (G = G; + Gy)

p= % . résistivité
— -

> =
dzif‘]-dl:—

R

2.1 Reéseaux linéaires

Lois de Kirchhoff :
— loidesnceuds: Y &ili =0
— loi des mailles : }; giRli = X\ ex&x

Théoréme de superposition : la solution du systeme global est égale a la somme des solutions a un générateur (+ générateurs
dépendants)

Théoréme de Millman : Vy =

i Va /R _ ZVi/Ri+l;
SR W = =51r )
Equivalence triangle-étoile : R, = % démo : considérer les cas ol i = 0 ds une branche de I’étoile
Symeétrie : un point et son symétrique sont au méme potentiel — il ne passe pas de courant entre entre eux
Antisymétrie : deux points sur I’axe sont au méme potentiel...

Théoréme de Thévenin :
— ey : U en sortie ouverte
— Rin : Req, générateurs éteints (sauf commandés)

Pont diviseur de tension : Uag = eR+r



Matrice de transfert : (Us,is) = M(Ug, ig) matrice impédance : (Us, Ug) = M(is, ig)

2.2 Réseaux linéaires en régime variable

Condensateurs : q = Cu i = Cdu We = %CU2
Bobines: U =L% W= 1L|
En régime continu C & -/- et L o — +w — 00

Continuité de la tension aux bornes de C et du courant qui traverse L
wp di
Reglme variable : d|2 Ly Qodt +a)0 0

Q< 5 : apériodique, Q = = : critique, Q > % : pseudo-périodique, Q — oo : périodique
Décrément logarithmique constant

2.3 Reégime sinusoidal forcé

Impédances : R C: % L:jlw
dU — jwU
Forme canonique : | = l+JQ(x—— etuU = 1+]Qfx_ 5 avec x = 2= = FEO

. 1 L 1 ’L
SVt.(A)O:\/? Qzﬁwozﬁ C

Q : facteur de qualité
Fonction de transfert (gain en tension ais =0) : H = 8=:
Gain : Ggg = 20 log ||H]| phase: ¢ = arg(H)

Bande passante : G(_3 gg) = GL\/%* (2010g(%) ~ -3) Ao — 1 _ AF

wo Q™ Fo

Séries de Fourier : f(t) = % + Yeol@n cos(nwt) + by, sin(newt)]
an=2 [ f(cos(nwt)dt  by=2 [T f®)sin(nut)dt  (parité!)) w=%
cplx: f(X) = 2, Cn€™*  ch=2(an—ibn)etcn=3(a+iby)  c= %fOTf(t)e*““”t dt

I =leg V2cos(wt+¢) U = Ues V2 cos(wt + )
Puissance moyenne : P = 2 fOT ui dt = legUeg COS @
Puissance complexe : P = %g -1*  (puissance active : P = R(P), puissance réactive : J(P))

Amplificateur opérationnel :

ig ~ig =0 Vs = u(vg - v*) 4 gain Vs < Vgmax = Ve — Ve = 0
fonctionnement linéaire : 7 ds + vs = ue

appliquer le th de Millman aux bornes d’entrée

rétroaction : tjrs sur la borne & pour étre stable

u~10° T~ 10725 Re ~ 1011 Q Rs#1Q Ve x15V  imax = 10mV
MONTAGES CLASSIQUES AVEC AO...

3 Ondes életromagnétiques

3.1 Equations de Maxwell

B ) - - — -
dlvézé—o divB=0 rotﬁ:—% rotl§=yo(J+50%—'§)
yosocz =1 Ho =4 107 SI
Vecteur densité de courant : J= pV = 3. nigv (o : densité volumique de charge)

Conservation locale de la charge: divJ+ 2 =0 < @ = - T ds = 2([[lpdr) ou divictB=0

Potentiel vecteur associé a B: B = rotA  car divr rotA 0
. RN . — ﬁK
Potentiel associé 8 E: E = —gradV - 28 car rotgradV = 0

AV_—dlv———

£
Jauge de Coulomb (— statique) : divA =0
Jauge de Lorentz (— propagation) : divA+ 32 =0



Par une transfo de Galilée (V= Cst coli a1) : V = V/
— 5 o -
4 = 2 4 (V- grad) ordt = dt’ donc & =% +V.VavecV=0-V

_

p - invariant f=f

Maxwell-Gauss : div E = £ = thde Gauss : ¢ E.dS= Q—o
—

Maxwell-Flux : div B = 0 = B flux conservatif : ¢ B-dS
Maxwell-Faraday : rot E = —”a—? = loi de Lenz: ¢, E.dl = -2 [.B- as
Maxwell-Ampere : Fot B = yio(J + £0 %) = th d’Ampére : é. B-dl = ol

A travers une surface chargée : E, — E; = iy B, — B1 = oJs A o

3.2 Phénomeénes vibratoires

Onde monochromatique : V(t) = Vo cos(wt + ¢) (quasi : Ag(t) ~ cst sur une période)

Addition de 2 ondes isochrones : V2 = VV* = Vg1 + V§2 + 2Vp, Vo, COs Ag

Onde progressive : dépend de t + %

Onde plane progressive : y(t — ”—j) monochromatique : = i cos [a) (t - %?)] = g cos(wt — K- r)
les ondes planes se mettent ss la forme : y(x,t) = f(t - %) + g(t + %)

Onde sphérique : ¥(r,t) = @ cos[w(t - £)]

Onde stationnaire : (X, t) = f(X)g(t)

Sont solution de I’éq des ondes : Ay = C_12 ’f;T‘f

démo : mq Ay = %% = ¢ = (ry) sol de I’éq en dim 1

Eq de Maxwell ds le vide : divE =0  divB=0 WLE':—%—? ﬁgzyosoﬁa—'f
Onendéduit: AE= L2E  XB=L1ZE e =1  (aveciotrotF = graddivF — AF)

> AT AFTe

K : vecteur d’onde; coli & la direction de propagation k=& =¢
. ~AlAritA ida a1

C: célérite dslevide:c= Ne

. . _w H . _ dw
Vitesse de phase : v, = ¢ vitesse de groupe : vg = g

8=hv=h7°=kBT

Milieu homogene : & = &r&g = HrMo ===
Indice de réfraction : n = /eruy A= ‘—rg’ n=:<>1 air:n=1,verre:n~1,5
Milieu non homogéne : AE = V—lz%g AB = V—ﬁ% v(P)

R —_—
Sols ss la forme (P, t) = A(F) eXp[I(wt_—_} o(M] avec A(P) ~ cst devant () (phase) : % < || grad ||
Approximation de I’optique géom : || grad ¢|| = ¢

'
.2 T > e
d’ol: k=grady Il = llgrad ¢l = £ = 2771

<19 9o
=

grad ¢ L surf équiphases
Th de Malus : les rayons sont perpendiculaires aux surfaces d’onde
Principe du retour inverse de la lumiére
Chemin optique : dL = nds (AB) = c At
Principe de Fermat : la lumiére emprunte le plus court trajet possible (dL =0)
Eq des rayons lumineux %0 = grad n
démo : mq grad L = nd avec dL = grad L dret dr = d ds puis £ (grad L) = grad(%&)

b z —
Repere de Frénet : é =N- gradn

Polarisation (oppm) : ¢ = ¢y — ¢z avec Ex = Exq cos(wt — k2) et Ey = Ey, cos(wt —kz - ¢)
— sing > 0 : polarisation elliptique gauche (sens trigo) # siny < 0 : droite

- ¢ = % et Ey, = Ey, : polarisation circulaire gauche (+) / droite (-)

— ¢ = 0oun: polarisation rectiligne

VecteurdePoynting:ﬁ:piOE/\li P:ﬁﬁ-(ﬁ <P>=ff <ii>ds
H A Atr - -

Bilan energetique : _dd% = Peedee ds v + Poedse al'ext = ffj\‘/ J- |§ dr + ﬁn -dS
local : ~J" E = divI] + 2o




., X — .
Pression électrostatique : £ dS  démo: e = 2(§) = o x $ 28 = £dS

. e . = — o N N >
Pression magnétostatique : Js A 8 dS = —14032dS  démo: g = Js A & = 34 A (Js A 0S) = —42 3243

3.2.1 Réflexion

Sur un métal L : E = 2E, sin kxsin wt 8 (onde stationnaire) démo:E =0
wr : B =22 coskxcos wt &
< Wem >= &E?  (onde incidente : Wem = 2&0E2) démo : Wem = 380E? + 5--B?
— 1. _ 2B
c=0 JS—H—OCOSwtéy
pression de radiation (§’ = g) i Py = goE? &,

Corpusculaire : photon: E=hy  p="A Wen=Nhy  AP="(-r) & < force
Isolant : o = 0 et Js = 0 & I’interface — continuité de E et B

Calcul de Ba partir de E:mF:rotE = -8 et vice versa avec ma
Calcul de Js et o : avec E = Ziet B —,quS AR

3.2.2 Propagation

c2 rd

AE-LZE_G AB- %-?:6 démo : fot ot A = grad(div A) -
B-rotA E=-gradV )

Jauge de Lorentz : divA+ 32X =0 avec ot B = pipeo 25
op: F(u,v) = f(x1); W_c_lz% _O@(%—%%)(%+%%)f =0e Z2F —avecu=t-Xetv=t+ %
op : (K, Eo, By) : triédre direct
Structure locale d’op : lanorme est ~ indép der et B = 1A E
OPP ’;{: Cﬁ—f Ay = £ + cst (jauge de L) ELBE B=E
n_@_lEﬁzwﬁwziyﬁ
Ho  Cuo Mo s
Wem ~ Gores ~ 7 = & Ei(pression) 6—? =ndzd
Wm =80E2 = 5—0 H=CWmﬁ
Densité volumique de quantité de mvt : g = &0E A B
oppmpR : E = Eq exp[i(wt — K- ]
=1 _ 1 _1 2
<II >= EEOBO = ECSOEO
gt iw V=-ik démo:%:%% .
Revenir en notation réelle pour calculer I1 oubien: < Il >=R (ﬁé/\ I§*)

Milieux isolants : & = ergp et yu = pruo N= +eur
Dispersion : ¢’ = £ avec n(w)

op: Tl = \/EEZﬁ
u

Loi d’Ohm locale : T = yE
Eq de propagation : AE — ,uoyf"g £olto "ﬁf =0 AB- ,uoyag oo "ﬁf =0
démo: J'=yE, fotB=... fotrotB=... ot E = —28

Relation de dispersion : k = f(w) avec I’éq de propagation en cplx
2 _ 2 P Y
ke = guw (1 —i J)
[ __|courant de déplacement| _ Ia‘).—g\ 2 _ L2 i
facteur de qualité : Q = G conduction. = ﬁ k2 = k3 (erpr)(1 - é)
att : a priori,c # ¢
Onde évanescente : onde stationnaire atténuée (e keiR)

Effet de peau: 6 = mi)y démo : relation de dispersion en négligeant le courant de déplacement en ( ) —E=...xe¥

Ds un plasma, y avec : J= y@ =2 gV



3.2.3 Rayonnement

Jauge de Lorentz : divA+ 32 =0

Eq des potentls : AA = C—lz‘?;—tzA %Z_V

AV
Solution des potentiels retardés : V(1) = 7 [[f, =5 L9 g Ar.y =2, J(tffg)dr

Rl

Dipdle oscillant : q = o e'“* §=0.0; pP=qe“s

Art=42p @) V@Y= e (r% + r_f) (avec Lorentz et & = 22 = 2 cos 6 ou déf)
= [ . 2 A 1 P
@(r,t)_”":]'r” (r2p+rg) 8, (avec B=rotA) E, = %(%+r72+%) (avecE':—gradV——

3.2.4 Propagation guidée
A I’intérieur du guide d’ondes : E = Eo(x, y) exp[i(wt — k)] B =Bo(x,y)explilwt—kz)] p=0,3=0

S _ (0.
V= ( e By’ |k)
Mq Eoy, Eoy, Box, Boy s’expriment en fonction de Eo, et By, et de leurs dérivees spaciales avec mr et ma
Ecrire les éq de propagation (AE, — i i EZ = 0eten B,) en cplx
0By, . 0%°Eo,
o+ 5 = (I - <) Eoy..

Ondes transversales électriques : Eg, = 0; chercher une sol de I’éq de propagation ss la forme By, = By X(X)Y(Y)
2 2 2 2
AR e s F ey = daec i g =5 K xx= T
Conditions aux limites : E; =0, By =0, EA R = g, B= ﬂio\]s AR

E=E(xy)et* divE=0= E(xy)=E(X)  éqde propagation — solution

Modes propres : | = p3 pdouk —%

3.3 Optique

Suivant A(nm) : 0.4 (violet) — 0.56 (jaune) — 0.6 (rouge) — 0.8: visible

y — rayons X (107 m) — ultraviolet ... infrarouge — microondes - centimétrq — radio (> 1 km)

Réflexion : 6; = 6, réfraction (loi de Descartes) : ny siniz = nysini;
continuité des composantes T et N « Maxwell
Incidence Brewster : tanig = -2 : seule la composante de ELlau plan d’incidence est transmise par réflexion

Principe de Frénet — nyG; — n,d, coli a N démo : introduire O origine ds dL = 0 entre A; et A,

Grossissement : G = % grandlssement y=

Relation de Lagrange-Helmotz: yG = &
Stigmatisme : deux rayons entrant / sortent /
pr deux rayons / : L(BoB;) — L(A)A) = cst = niGi Aﬁ — oy - Aﬁ
Sinus d’Abbe (aplanétisme, vertical) : nABsina = n” A'B’sina’
Condition de Hershell (stigmatisme longitudinal) : nACsin® ¢ = " A'C’sin® &
Obijet / image réel / virtuel focale, plan focal

>l|”\
toljw

Lorsqu’on entre ds un milieux plus réfringeant, le rayon se rapproche de la normale

Dioptre plan: AH = BliAH ~ ZAH

~ tanr
Lame a faces paralléles : AA = e(”n,”)
Prisme: A=r+1’

déviation : (rayon entrant, sortant) D=A-(+1) angles faibles: D = (n—-1)A
condition d’émergence: A— A1 <r < davecsind = % etA<21
Pensera: 2 = & = &b

Focale: f =HF et f/ = HF’
x=FA X =FA p=HA=f+x
Vergence:V = F = ’f‘— (convergente: V > 0)

Dioptre sphérique :
o n _pn-n =
SN TSA T sC Y=

x| =
1

|
=[x
1l
3>

%
g8
x
X

|
—
—_
—
|
2
| |3
>
(0))
O
==
1l

|
=] =



n_ I"I_I"II"I _ nhCA

[T Y=wtea
Lentllle mlnce (Sl ~ S, ~ S)

Li-l-(m-1E-34) y=xH=%F xx = ff =—f2 f=—f t=(-1)(s -

PP
Formule de Gullstrand : V = V4 + V5 — dV; Vs (=96 =1)
Tracé des rayons :

— entre /a I’axe — sort en passant par F’ et vice-versa

— les rayons passant par O ne sont pas déviés

— des rayons / focalisent sur le plan focal image

Lunette réglée a I’infini : entre / — sort /
Doublet (a, b, ) : deux lentilles : % =g = f—é

Plan principal objet : rayon horizontal N le rayon émergeant
Points principaux (H) : v = 1, antiprincipaux (H*) : v = =1, nodaux : G = 1

Mirroir: n" = —n plan: R=SC = o

3.4 Interférences lumineuses

Source cohérente : Ap = cst m source et 6 < L (L : Ig de cohérence)
=3 <yy* >

2 sources cohérentes: | = 11 + 1, + 2 /111, cosg mlg: 1 =2lg(1+cosyp)
Visibilité (contraste) : V = s

Interfrange: ¢ = 2r0ud =4
Ordre d’interférence: p= &

Onde sphérique : ¢ = Z5 A =K-S;S

pherique - ¢ = % ¥ = 192

op de i amplitude : vecteur interférence: K =k, —ky ¢ =K-7  interfrange:i =
Utiliser le th de Malus

—4
2sin(%)

Loi de Malus : | o cos? @ (intensité lumineuse transmise)

Trous d’Young : 6 = % i= (D “assez grand”)

Interférence a 2 ondes de M amplitude : | = 'm% [1 + cos(Z;r%)]
Fente de largeur | : 1(M) = JI//ZZ Idy

Avec spectre : | = f " Kl (v)[1 + cos(Z2)]dy
caractére non monochromatique insensible si : 275 =2

D
S

c 22

A
v1/2 < 27 Avl/z < 5 Az

Modélisations du spectre de raies (dI = kI, (»)dv) :
— rectangle

— lorentzienne: 1,(v) = (gaz a haute pression)

1
1+[2nrc(v— Vo)]2
— gaussienne : 1,(v) = exp (-{24- ) Lo} (effet Doppler)

1
1+Msin®(%)
alkx a .

f ek dx = [ |E ]_ = 2asincka faire des changements de var pr s’y ramener max pour X ~ (2p + 1)3
Longueur de cohérénce temporelle I; : D qui annule la premiére fois la visibilité

sinc : X - SI0X fonction d’Airy : X -

_ 1 _ )
= poser o = 3 = ¢ (nombre d’onde)

Coef de réflexion (reste ds 1) : ryp = zg = 2;2; transmission : ty; = nlzfgz
T=+ R=r? pas de pertes: T +R=1
= attention au déphasage de 7 si ry2 < 0 (ex : air / verre)
Michelson : lame d’air (a I’infini) / coin d’air
Ondes transmises a travers une lame pleine : § = 2necosr lame d’air : 6 ~ 2e = 2ax
Lame pleine a I’infini : | = ﬁ Y= ZA—”Znecosr anneaux : cosr = ane

. - . r2
figures d’interférence : avec i ~ nr 'paveccosrp ~ 1 — - dans ¢ = 2pr
2
Anneaux de Newton : ¢ = %2e+ Toex i

10
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sin(N£) )2

Réseau de N fentes en incidence normale a I’infini : (M) = Nlg (Nsin(f)
2

Pouvoir de résolution (sépare les Ig d’onde) : PR = ﬁ

Dispersion en différence de phase : D, = g—‘j

Battements en intensité : utiliser cosa+ cosb = 2 cos("’%b) cos("%b)

Principe de Huygens-Fresnel :  diffraction : chaque pt atteint par une onde se comporte comme une src secondaire d’onde
sphérique de  pulsation que I’onde incidente et d’amplitude proportionnelle ; rapidement ~ plane

v(P) = [Lu(MQZEDds  [Q]=L"
Diffraction de Fraunhoffer : a Iinfini + dioptre plan

T3 X+yY P~V P
R=[MP~r(1-*32) r=[OM| M(xy) P(XY) Q indép de R (car R grand)
Transmittance du diaphragme : t(x,y) = %

— =
Y(P) = 8 [J; wot(x y) exp(~i k - OM) dx dy
K-OM=Z(ux+w)avecu=Zetv=Y K= 2Z(Xg +Yq +2q)
Max relatif de lumiére : up = pa
Réseau la transmittance (e C) varie périodiquement

Déphasage de rayons arrivant/ : ¢ = F’o .OM

Fente rectangulaire en diffraction : I (M) = Klo(ab)? sincz[g(a — ap)a] sincz[g(ﬂ - Bo)b]

Réseau de fentes / en transmission : ¢/(P) = Ky fft(x, y) exp[— i(IZ - I?O) . 6I\7I>] dx dy car (M) = yg gi ko OM
sin() 12

sin(%)

| = losinc®[%(sin @ — sin ao)] [

Formule des réseaux (¢ = 27p) :

— en transmission : sina — sinag = pﬁ = pna

— en réflexion : sina + sinag = pﬁ

a : distance entre 2 fentes n : nb de fentes par unité de Ig
Dispersion angulaire : D = g—j

Angle de déviation max : D(ao) = @ — ap maximal kni =2 sin(%)

4 Champsen %

F =q(E+VAB)

4.1 Electrostatique

&0 ~ 3505 Sl ~ 8.85 - 10712 8]

Charge volumique : p = %

Densité surfacique de charge : o = %
Densité linéique de charge : 1 =
Conductivité y : J= yE (loi d’Ohm locale)

Utiliser les symétries / antisymétries th de superposition
Champ électrique : E = #u—ﬁg

Plan infini : E = ﬁﬁ
Disque : E = 2—;(1 —Cosa)

Le champ dérive d’un potentiel / la force dérive de I’énergie potentielle
E=- ﬁj \ (exprimé ds le repére local en cyl)

Circulation: dC = E - dil = —dV C=-AV

Potentiel électrostatique : V = 4”2“ + cst diverge lorsqu’il y a des charges a I’infini

Energie potentielle électrostatique : Ep=qV
oW = -dEp = —qdV

11



Les lignes de champ sont perpendiculaires aux surfaces équipotentielles, dans le sens des potentiels décroissants

Flux de E:dd):@-ag

Pour une charge ponctuelle : d® = 47?80 dQ
Théoréme de Gauss : flux a travers une surface fermée : ® = Qg—io"t ((DQ = 47GMiyt)

= é aS-E= % — E — V + cst (cst : par continuité / par le potentiel en O)

Théoréme de Gauss local (éq de Poisson) : div E = £ AV+£=0
Unicité de la solution a I’éq de Laplace (AV = 0)

*f | 0 P Pf | 0%
Af:(—+—+—) (rﬁr(r )+ 1—+—)I

2 2 2 2 502 2
X ay 0z cart r2 96 0z o

y
chercher les sol ss la forme : V(r, 8) = f(r)g(6) svt: f(r) =Cr®

Méthode des images électriques : placer des autres charges pour “simuler une eqmpot (métal)
charge gen B, sphére (O, R)V =0 & —Aqplacéeen Atqg:d = OA = et A=

Lignes de champ : E = Kdl < dE_f - fg_f

. R R b d
Equipotentielles: V =cst ou E-di =
Lorsqu’on traverse une surface chargée, discontinuité du champ normal : E,-E, = %ﬁlz

Th de Coulomb : E = e (= 0 = &E- W)
Positions de Gauss : intersection avec les axes (9 = 5F)

Taylor de 5y; au voisinnage de O :
- dlstrlbutlon polaire: V = ~> et E = r2 Uom

47T&0f

— distribution dipolaire (3; pi = 0etG_ # G+) V=

'Ul
9l

471'.50 OM3

-1/2
— distribution quadripdlaire (3; p; = 0 et G_ = G,) : calculer AM? puis & = (KW) , faire un oL

Energie potentielle (W pr amener les charges & I’c0) : Weiec = 3 3 GV (Vi:Veniparles gij)

W= } [l e = 2 [ 2

Dipoles électrostatiques :

e ApLs -
Moment dipblaire : P=QG.G,
V = Br _ QG.G, cosd E = (ZPcosé) Psiné))

T Apeerd T 4rer? 4reord ° Amegr3

471'.50
Energie potentielle du dipole : Wy = Q(Va — Vg) = -P-E
. e

Force exercée par le champ sur le dipdle : F = (P - grad)E
Energie propre (de formation) : W = %?;B
Champ électrique sur le dipdle :

, — - =
— force résultante nulle : F = qEo — qEq = 0
— couple de moment qui tend a aligner BsurE:'=PAE ([ —0)

Ecriture intrinséque : E = 2 (S(ﬁr*)r Pr2 )

Pression électrostatique : dF = 7 o 43 (car dF = dq E)

€0

T . Q ro -
Capacité d’un condensateur : C = 5 (U =AV) avec V; — V, = frl E.dr

Condensateur plan : C = 22

Association de C : serle C=2) Cik / /:C=23,Ck
Ep=1Z =1lQu=1cv?  (ardg, = )

4.2 Magnétostatique
divB=0  1otB = uo(J'+ s0%f)

Jauge de Coulomb : divA =0
= 6q de Laplace : AR+ o T =0

Potentiel vecteur : A(M) = e fff JLP) dr diverge lorsqu’il y a des courants a I’infini

H
Circuit filiforme (Jd Idl) : A(M) = i
(Jdr — 1dl) : A(M) = fcupMu
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Si B est uniforme : A(M) = —éAZO—M)

Calculerﬁ\avecff §-J§=f£ﬁﬁ(?:§ﬁil> sur(r > r+dr)xh

- TotA = 2 J(F’)Aud
filiforme : relatlon de Biot et Savart : B = & > I ‘“rQ”

ge_ B)i =#OJ_é A fle
Perpendiculaire au plans de sym, / aux plans d’antisym

Pour les f poser: £ = tana
Utiliser des syst équivalents pour les conducteurs (images magnétiques)

pLde B: parité, div B=0 (calculer le flux de I§) etrotB = #Oj: 0

Trigdre direct: B, I, AM  régle de la main droite
— > =

Théoreme d’Ampere : ¢, B dl = o [f 3 dS = po

div B = 0 = flux conservatif

Fil rectiligne infini : B = g‘—fr'r

Segment : B = 2‘—fr'r(sin ag — Sinap)

Spire de courant : B = "l' sin®a (pt d’inflexion a i%e

Solénoide : B = £ (cos a1 —Ccosap) infini:B=yolN

Ruban: B = ”7‘;;5 sma

Plan infini : B = %,uofs AR

En rotation : dI = dg

Dip6les magnétiques :

. — — —

Moment magnétique: M = [[[1dS ~ M=3 3 f A(q%)
dM = OP’\JdT = —O‘P);\'Ei démo : dS = 10P A (ﬁ:’)
A(M) = = /Vr‘s (avec la formule de Kelvin)
; —
B=—gra (ﬂ M Be (et g B=in 3OM- ) - Mr?]
— —

8p=UL_— B force: If’z—gradULz(M-grad)ﬁ

Moment sur le dip6le : F=MAB

Forcede Lorentz: F = q(E+VAB) 2L =J.E
Eq locale de Poynting : ﬁwem +divi = —J E W : densité volumq d’énergie magnétq
Wem—zsoE2+ﬂB2 4: 1I?/\g avec div(E A B) = B-rotE - E - rot B
e 4 0
P=[[M-dS
Pensera: J'=yE
Energie magnétique : Wn = 5 || B? dr = LfJ-Rdr  avecdiv(AAB)=...
— - — . ) —
Force de Laplace : df = J A Bdr=1diAB att : orientation de dl

_
iearite - _ llol [P (d|1 dlz)M1M2
2 circuits : F1_,5 = 5£c1 §c2 o

2 fils infinis / : fi_, = _4TR|1 2 &
déf de I’Ampére : lorsque R= 1metl; = I, = 1A, fr, =107'N = o = 4r- 1077 Sl

Pression magnétostatique : Pp, = ZAB ,qug
démo: By — By =uoJs A, By =B/, B=B +B,0=8+8;, B = {uds Al

. — , —
Travail des forces de Laplace : W = l¢¢c = | ff§ ds ¢c : flux coupé doc = B.dS

Théoreme de Maxwell : W = [(¢2 — ¢1) démo : divB =0 att : orientation de la normale

Energie potentielle: U = —1¢  volumique: UL = - [[[ J- Adr

— L, —
de_—duL UL_—M§ '=MnaB

a¢ B¢
Fx_— | 1"_69 |

Coef d’ mductance mutuelle M : g1 = Ml UL = =My, M=2¢ & diydip

2
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Force électromotrice : e = § E.dl
C fixe dans B variable (induction de Neumann) : loi de Lenz : e = —‘é—‘f démo : mF

C mobile dans B uniforme (induction de Lorentz) : e = —d[;if

Cas général : champ électromoteur : En=VAB- %—5 e= § En EI>
Coefficient d"autoinductance : ¢, = LI circuit infini, etc : L avec Wi, = 3L1% = 5= ||| B’dr
Pr un circuit filiforme : Wi, =é¢l Wi = 3 5 ligji
Deux circuits couplés : k = LC -1<k<1 démo : Wiy = 26111 + 3621, > 0
Couplage électromécanique : 1 éq électrique (U = RI) + 1 ég mécanique (Trc, T™C)

éq méca avec la puiss : Jo X w = Pc = —€
Quantité d’électricité induite : Ging = —% (¢2 — ¢1)

5 Atomistique

Energie d’un photon : w = hy = %C
Longueur d’onde : A = —B =L quantittdemvt: p=
Force exercée surl’'e : F = ma = m% - 8Em=E+Ep= %
Condition de quantification (sur le moment cinétique) : L = mvr = ni
. . h2
Rayon de I’orbiten:r = nZ% = nrg rayon de Bohr :rg ~ 5-107'm
Relation de Rydberg: o = = R, (% - &)

Ry=-"%_~11-10"m?

2
8s5h’c

Eo = hcRy ~ 13.6 eV

. ) Sy \2
Regle de Slater : énergie de I'électron : E = &2 F, = ~13.6(%) eV

n

rayon de I’orbitale : r = —zao ap ~ 53pm

Lot
Osiny>ng
o1 0.35 S? N =M
0.85sin,=n; -1
Isinp<n

Principe d’incertitude d’Heisenberg ; AXApyx = 1
Equation de Schrédinger : HY = FEAY + E¥ = En? (Em= &+ Epavec X & -xet py & ihd
Quantité d’énergie (probabilité de présence) : E = |¥|? = PP*

n : nb quantique principal | : nb quantique orbital m: nb quantique magnétique
Energie: E = % moment cinétique : L = 7 vI(l + 1)
n>1 0<l<n -l<m<l  spindese :3ou-3

Couche : suivant| : SPDF (ex:n=3,1 =1:couche 3p)
Remplissage suivant les niveaux d’énergie : régle de Klechkowski

e de valence : e de n max + couches incomplétes
2 premiéres exceptions : Cr (Z = 24, ...4s*3d%)  Cu (Z = 29, ...4s'3d'0)

6 Chimie
H He
Li Be B C N (@] F | Ne
Na | Mg Al Si p S Cl | Ar

aA+bB=cC+dD
Loi d’action de masse : =2 = K9

A
Activité : solide : 1, gaz : pression partielle en bars, liquide : concentration

Air = §N2+%02 ne pas oublier les gaz inertes ds les bilans

Conductivité : y = y, +y_ = (aag)Fxp(k; + k)
(avec « : taux de dissociation, x : coefficient steechiométrique, p : charge, k.. : mobilité)
Conductivité équivalente : A, = Fk
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Conductance : o = ky ~ y|§ ~ é
Y = 2 ACi Ai = Ag; : conductivité molaire (Q"*cm™*mol™}) 1S=1Q7"

- L _ M M . -1
Densité : d = = ® 2 (avec M en g-mol™)

\olume molaire partiel : v; = (S—X)T on
VBN

Mésomeres (plusieurs struct de Lewis) :

— regle de I’octet (8 e* max sur la couche périph)

— charges formelles minimales

Insaturation : %(an +N - +2+2

AX,Ep (ndoublets liants, p doublets non liants) — linéaire, coudée, tétrahédrique, bipyramidal
A I’équivalence : 18l = LBl
aA+bB — cC+dD produit ionique : K = %;%%

ex: AgCl = Ag* +CI”

Produit ionique (= cste d’équilibre de la réaction) : Pl = [Ag*][CI7]
Si précipité en solution : Pl = Kg, sinon : Pl < Kg

Solubilité : s= —log K¢

6.1 Cristallographie

cubique p i f
quadratique p i
hexagonal

orthorombique p ¢ i f

monoclinique p ¢
rombohédrique

triclinique
p : primitif ¢ : 2 faces centrées i:centré f : faces centrées
Cristaux : métallique ionique covalent moléculaire

Coordinance : nb de voisins (12 max?
Compacité (T ou C) cr= vol occupé par les atomes

Mz vol de la maille
V = (axb)c P =N

Hexagonal compact : h = a\/g 7=0.74 c=12

Cubique a faces centrées : | = a# =074 c=12
Cubique centré : 7 = 0.68

Sites : tétrahedriques, octahédriques
2ro <a=Kk(ry +r2)

Structures :

— silicium et diamant : cfc + 1 site T sur 2 occupé

— graphite : plans d’hexagones (2¢ décalé)

— CsClI : CI" cubique simple, Cs* au centre du cube
— NaCl : CI" cfc, Na* ds ts les sites O (ou vice versa)
— blende (ZnS) : S* cfc, Zn?* ds 1 site T sur 2

— fluorine (CaF;) : Ca?* cfc, F~ ds ts les sites T

6.2 Cinétique chimique

aA+bB —cC+dD
Degré d’avancement du réacteur : dn = —d% = d%
Vitesse de réaction : R = %

Vitesse spécifique : r = &

SiV=ocstr= —%(ﬂd%l)R
n=k- f([A],[B],...) k : cste de vitesse

Relation d”Arrhénius : Ky = AeT avec E, : énergie d’activation (J- mol™1) et A : facteur de préexponentiel
Réaction ordonnée : r = k[A]*A[B]*® avec aa : ordre partiel, s + ag : ordre total
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Si ap = aet ag = b, la réaction suit la régle de Vant’hoff (réaction élémentaire)
Souvent: —1 481 = KA]*[BY

aEgs (principe de Bodenstein) : L1 =0 = [X]=...
Faire un bilan de matiéere
Réaction rapide : équilibre atteint : K = é—ll

Mesure de I’ordre total :
— on se met ds les proportions stoech — r = k'[A]*A*?s
— dégénerescence de I’ordre : [B] ~ cst avec [B] > [A], trés concentré

Ordre 0 3 1 2 3
Evolution [R] VIRI In[Rl & o

6.3 Réaction acide-base

Ke=[H;0*][HO] = 104 a25°C
Ka = AlHO] [],2?43]0 ] pKa = —logKa

Kb= K&

Equations : conservation, équilibre, (électroneutralité,) zéro protonique
Monocaide : [AH] = ao -

DiaCide . [AHZ] = aom

Acide fort: pH ~ —loga, / faible: h~ Ke 4 2Ka

h+Ka
Prédominance: pH < pKa—-1 / pH>pKa+1

6.4 Oxydo-réduction
F = 96500 C

Nombre d’oxydation : ¥ n.o. = charge de la molécule, O : —i (péroxydes -O-O- : —1 par O), H : +1 (hydrures : 1)
Oxydant : capte des électrons (grand n.o., grand E©)

14H* + Cr,0% + 6~ — 2Cr** + 7TH,0
+vi — +m; équilibrage : Cr**, e~, H*, H,0

dU = TdS - PdV + ¢dq
Potentiel électrochimique : iz = ui + ¢ZF .
Affinité électrochimique : A = — ¥, vig; équilibre : A =0
¢y — 1 = He@7He (1)

2~ 01 7

Electrodes :

— 1™ espece : Ag/ Ag*

— 2% espéce : Hg / Hg»Cl, / K*, CI (au calomel : kcs : E® = 241 mV)
— 3% espéce : Pt/ Fe?* / Fe3*

Piles : © Pt | Ox4, Red; : Ox»,, Red, | Pt ®

E%(Ox/Réd) = K°(Ox/Réd) — K°(H30*/H,)  convention : EO(H30%/H;) = 0
OWelec = AE dq dG‘T,P = _Edq

aOx + ne” — BRéd
Relation de Nernst :
_ RT A
E= EO + 7 In (%)
E=E+ &flog(dé;) BT 1n10 ~ 0.059
Ad=-nFE A =-nFE®  AG® = A(A)

0 _ dAGY _ dE® 0 _ 0 0 . AHY 4 AG
AS = = =nF F AH® = AG” + TAS” ou avec : —=5- = g (°5F-)

Coefficient de température : ‘L—ETO
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nRed, + n,Ox; = n;Ox, + NyRed;
dq = nlnﬂ—“df AG = —ninyFAE

AG? = A (A) = —-RT InK2
Energie récupérable : 7~ = A, G0

Oxydation anodique (©) / réduction cathodique (&)

Référence : E°+/ =0  E°H,O/H;) =1.23V

Tous les couples cf’une méme solution sont, a I’équilibre, au méme potentiel
“Chasles” avec les E? : 6E°(v/-1) = 5E%(v/0) + E%(o/-1)  (linéarité des A,g°)

Pile ~ générateur de tension
Fém:E=E,-E.=E2-E°-%%opgQ ouQ=J]a

Pile a I’équilibre : AE =0
Cste d’équilibre : A,G® + RT InK® = 0 donc E® = 2% Jog K9

pH = —log[H307]
Diagrammes E / pH : E = E® - 0.062 pH + 2% |og =
éd
convention 1 : M [c] convention 2 : équi-répartition att: ex: co = [CI7] + 2[CI;]

— immunité : H,O n’oxyde pas le métal
— corrosion : métal oxydé par H,O
— passivation : le métal est protégé par un oxyde ou un hydroxyde

Dismutation : ex : X, — X, + X,  — stabilité avec K2
Diagrammes E / pH : il ne peut y avoir de domaines disjoints

Electrolyse : U > Upin = 22

6.5 Diagrammes binaires

Onreprésente: a P fixée : T = fi(x) et T = fg(xl.g) aT fixée...
Variance :v=4-¢

Mélange parfait de gp : loi de Raoult : P; = X/PS2(T)

Coeff d’activité :

— réf corps pur (x — 1) : P = yxP% (loi de Raoult)
— réf soluté infiniment dillué (x — 0) : P = yxk (k : cste d’Henry)

Courbe d’ébullition :

— is0-T : P = PSY(T) + X, [PS2Y(T) — P¥Y(T)] : droite loi de Raoult —»P=x Pi\at(T) + X, P2Y(T)

— iso-P : avec Clapeyron (hyp : g.p., vi << vy, L(T) = cst): g—ﬁ = -P=...-T=...
Courbe de rosée :

- i50-T : Pa = X, PR(T) = x)P = X, > dsla 1" éq

| PSﬁ‘(T)

RT 2

— iso-P :idem : X}, = X,

Point homoazéotropique (Z) : Tap = Tros €t Pep = Pros
Th de Gibbs-Konovalov : (s; — 5) dT — (v —vi) dP = —(xi - xk)(d,uA — dug)
démo : Gibbs-Duhem (3 mdw = —SdT + VdP) et, a I"équilibre, 1 = 15,

doncptz:T9=T" PI=p  E- \2:\7

Th des moments chimiques : (x — x)n' + (x = x)n? = 0

Deux liquides non miscibles : pt hétéroazéotropique
Courbe de rosée : avec ,uL = pp (T, P) (du corps pur)

0 ok
démo : g, (T)+RTLIn(2g) = yuz, (T.P) = yAg(T)+RTIn(X Py, & (M)z_R%(|n

vap
I‘A
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7 Thermodynamique

Gazparf:224LaT =273KetP = 1latm

PV

t triple de I’eau

T =273,16 x |imp_,0 Vo
t=T-273,15

E=keT ksg=2R
Echelle affine centésimale : 6(t) = 100 2%
Diagramme d’Amagat : PV / P

Pression : 1 bar = 10°Pa 760 mm de Hg = 1 atm = 101325 Pa unité SI : Pa
— —_— —

dF = —gradP dr =P dS

P=—-pgz+ Py AP = pgh

Souvent:p =0 =M - P4

z

relation de la statique des fluides : gﬁla) P+ gﬁ\a}(pgz) =0 endim1:dP=—-pgdzdouP =P i
Poussée d’Archiméde : TIa = —pVg = —Pluide déplace

Gaz parfaits :
On néglige les interactions entre les molécules (P doit étre faible : < 1atm) et Vimorscutes < Viot
Loi des gaz parfaits: PV =nRT ~ P=NKkT  R=~8.314 J.-K!.mol™!
Loi de Van Der Waals : (P + &)(V - b) = RT
a: interaction entre molécules b : covolume, vol des particules

Coef de dilatation isobar : o = § (%),

Coef de variation de pression a vol cst : 8

Q

i
T

=~

—~
Q.leJ
=T
~—

<

1
B
Coef de compressibilité isotherme : y1 = - (4); ~
(%)T (%)P (%)V =-1

@ =Byt

QL
<
ol |

7.1 Premier principe

Energie interne : U = Wegnty + Woing)
Travail échangé par les forces pressantes : dW = Pgy; dr

dW = —Pgy; dV
C,p, Cy : capaciés calorifiques & P/ V constant
Chaleur massique : cp = % chaleur molaire : Cp = %

dQry = Cy dT + 1 dV

dQwv = Cp dT + hdP

dQuy = 1dV +u dP

h : chaleur latente de variation de pression (m®) gp:h=-V
| : chaleur latente de variation de volume (Pa) gp:1=P

A : capacité calorifique (Pa)

1% principe de la thermo : dU = 6W + §Q

Enthalpie: H = U + PV
Loi de Joule : I’énergie interne d’un gaz parf ne dépend que de sa température (AU = 0)
Loi de Joule-Thomson : pour un gaz qui subit une détente de Joule-Thomson, AT = 0 (et AH = 0)

A(H + %m\/2 +mgh) =W + Q (W : travail des forces autres que pressantes)

Transformations :
5

Y= % (monoatomique : y ~ 3 / diatomique y ~ % ~ 1.4)

9.p.:Cp-C,=R dU=C,dT dH=Cp,dT C,=-R

- 2R
Cp_yfl

<

Svt: W= [—PdV =P;V;-Ing =nRT -In &
— isotherme: U =0 AH =0 Q=-W
— isobare: W=PAV AU =C/AT = Qp=AH =Cp AT

— isochore: W =10 Q=AU = %

18



Transfo adiabatique : le syst n’échange pas de chaleur (6Q = 0) (svt réversible)
Relations de Lapalce : PV? =cst  TV*l=cst PT?=cst  démo:6Q=—-6W+dU =0

7.2 Second principe

S : entropie AS = ASgchange + AScréation dS > 0 (rév/ irrév) Transforév: AS =0

ds = $—Q (> ASgn = Cpln <t ) (eau:Cp=4186 J-kg "t -K™)

3¢ principe:a0K,S =0

Machine thermique : 3; 3 Q < 0: inégalité de Claussius

Moteur : cyclique — AS =0etAU =0

Pour les machines thermiques (valable aussi pr les 9) : 3, Qi + 2; Wj = 0 et 3; S; = 0 (si réversible)

__ 1 travail fourni
Rendement : p = |88 trava”regu |
T,

Moteur:p=1- réfrigérateur : p = pompe a chaleur : p = TlT_sz
S= y”R In(PVV) + cst = y”R IN(TV*1) + cst = ”R R In(P*7T?) + cst

dU =6Q+éW=TdS-PdV

Diagramme entropique: T/ S

Condition d’équilibre (< dS = 22 + §;S avec ;S > 0) :
syst isolé (6Q = 0) — =S décroit jusqu’a un minimum

SetV fixés - U
S et P fixés - H
T et U fixés - F
T et P fixés - G
F*=U - TS G* = U — TextS + PexV (eXergie) (partir de U)

W < —AF* (pr une transfo monotherme) W, < —AG* (pr une transfo monotherme monobare)

s
Putite + Pthermg = %(E + Pext + V) + [(h + €+ ep)qm]e

7.3 Application différentielle des deux principes

H=U+PV F=U-TS G=H-TS
dU=TdS-PdvV dH=VdP+TdS dF =-Pdv-SdT  dG =VdP-SdT

Relations de Clapeyron: | =T (g—.Fr’)V h=-T (Z\T’) (grace a dU /dS et dH / dS et Schwartz )

Co—Cu=T(¥),(£), = TavsP

Relation de Gibbs-Helmholtz :

= (i () erH=csTS=0-T(R),
i

(), wru-FeTs=FoT(H),

VI I

7.4 Changement d’état

Point critique: L —— 0
T-T.

Changement d’état : Q, = AH =mL Liso=hy—h;
Formule de Clapeyron: L1 = T(uz — Uy) (g—.Fr’)V (ou u : vol massique)

P _ Loy
dT = T(us—Us)
AHeyele = L + Ly = Ls =0

U= XU+ (1-X) u avec x =

démo : 1, = p donc du, = duy donc vdP — sdT donc 9 = ‘_:g:: etS==L

T — LM (idem pour heet s)

PRUT) = P(To)exp|-g (3 - &)  démo: L~ L = L5

To Tvg RT2
Diagramme de phases : P/ T diagramme d’Andrews : P /v

(oc)

Formule de Duperray (pr I’eau) : P(am) = (100) (pr50 <t <200°C)

ébullition  100°C latm
Eau: 7 0,01°C 4 mm Hg=-4; atm
C 374K 218 atm
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Machines : régime permanent : AH = 0 = }; mh;

7.5 Théorie cinétique des gaz
Hyp :

- U=3imv

— homogeénéité : 9 = cst

— isotropie de I’espace

Cste de Bolzmann : kg = £ ~ 1.38-10%]-K™
Nb de particules tq : vy <V < Vx + dv, V... :d®n = N(h%)we*% dvydvydv, (ona: dvkdwdv, = 47v2dv)

: . _ 2KT
Vitesse la plus probable : v, = 1’?
U= N j\; Ovdn(v) 3kT
ln= 5 eP"Vidv |n=“;1|nz lo=3ViB =3
Vitesse quadratigque moyenne : u2 = 2n
Méthode du viriel : dériver 3, OM? = cst — & = ¥, smv?
Chague degré de liberte ajoute 3 1kT a I’énergie
Monoatomique : U = 3RT /y = diatomique:y = £  déformable:y = 2
Polyatomique : y = gg_g defoErmabIe ry =322
L’énergie est proportionnelle a e~ «

7.6 Transferts thermiques

Evib = (n+ $)hv  changemt de niv d’énerg : An = +1

g : vect densité de courant volumg d’énrg interne oy . terme de création d’énrg int par unité de vol
—
d&€ = d&; — d&e échange : d&e = —(5@%2 q-dX) 6t création : d&, = o, dr 6t

= ffau d‘r—ﬁd-d_z)
Rayonnement / conduction / convection (déplacemt de matiere) : § = g + Gcg + dev

7 P . . . . - —
Jrn = Gca ~ G : vect densité volumq de courant d’énrg int, non convectif (conduction) Prh=— f:ﬁJTh - dX (recue)
Um : énrg int massq 0 . masse volumq (uy = pum)

’um)

Conservation Iocale de I’énrg : div Jrn + "(’ = oy
div Jrn + pCmZL (,t =0y avec dum = Cn, dT
pr une résistance : oy = J-E = £

Loi de Fourier : Jr, = -1 ﬁjT A : conductivité themique (en W-m~1. K1)
Eq de la diffusion thermique L pcll = div(/l grad T) + o,
en mllleu homogeéne (grad/l 0): % =aAT + ”“

a=-L . diffusivité themique aen m2 5‘1
Svt: oy = 0 (pas de création d’énergie)
En régime permanent, le flux thermique est constant AT =0

Résistance themique : R = %

Entropie : dS = s, dr = psy dr 6S = _(ﬁ; J*T%dx)&

Js : densité de courant volumq d’entropie o°s : création d’entropie

- =
Eq de conservation locale de I’entropie : p‘"}“ ‘ZJ +divls = o5 avec : 2 4 divJs = o

Avec A entropie volumlque p% + div JS =A A= LTy

démo : dS = C” T et grad( y=-% grad T et la conservation locale de I’énergie

e -

—_— > .
grad T et Jr, st de sens contraire  démo : os = grad 1 - Jr > 0

Convexion :
x : grandeur scalaire extensive
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J_;(:p)(mv ¢X=ﬁ\];-d2
Continuité de T donc de Jr, a Iinterface
Loi de Newton : §Q = —h(T — Tey) dX 6t

Rayonnement thermique :

¢ : puiss totale rayonnée par la source (W)

g - fraction du flux surfacique émis ds I’angle solide dQ ds la direction @ (en W-m~2.sr™?)
dp = g dE dQ  ici: dQ = sing dg dy = 28495

Emittance totale : M = ¢ flux surfacique : ¢ = Jos M dZ

Luminance totale : d¢ = Ly cos @ d= dQ 0 : angle fait avec la normale

Loi de Lambert: Ly = L = cst
M =rxL démo : M = [[ Lcos6 dQ

Luminance, émittance monochromatiques : Lg = fom Lg,02 M = fo‘x’ M,dA

Eclairement total (d’une surface) : E = g—; ¢= ), EdZ

Corps noir : idéal, émet le maximum d’énergie par rayonnement
H . n0 _ _27hc?a”s
Loi (?e Plan.ck. M} = oo E]1
loi de Wien : Amax(T) - T =cst ~3-10°%m-K
Loi de Stephan: M® = ¢T#  avec o = &K
Flux du Soleil sur la Terre : st = o' T&(52)2nR2 démo : ¢ = M x 42 x S (supposé isotrope)
Emissivité : g, = %
A
Loy = EaaLg M, = &M? M =&gMO°
Corps gris : Ega = Eiy,
Corps & émission diffuse : £q, = Eg,.1 (suit la loi de Lambert)

Loi de Kirchhoft : a I’équibre thermodynama, €, g = @, g (coef d’absorption)

8 Thermochimie
Qp + QV =RT (ZI Vi)gaz

Pour un corps simple : HO =0

AH = AU° + RT (Zi Vi)gaz =Qp

dQv = (ZiviCy)dT (= AU

dQp = (2 viCp)dT (— AHO)

% _ g Q _

P = =

Enthalpie de formation (énergie de la réaction a 25°C) : AH = 3, v HiO (ne dépend pas du chemin suivi)
AHC < 0 : exothermique

Energie de liaison : ArHO de la réaction (A — B)g — Aq + By

8.1 Thermodynamique chimique

Pression partielle : pression qu’aurait le gaz s’il était seul
Fraction molaire : x; = * = 2

dU = TdS - PdV + udn

Potentiel chimique : u = (%)s,v -g=¢
M= (%)S’P = (%)T,V = (%)T’P du = vdP — sdT
(g—#)P=—S (g—g)TZV u=h-Ts —%=(%($))P (avec,u:g:h—Ts:h+T(§—$)P)

gazparf:u=pO(T)+RTIng  avec(%) =v
cas général : u(T,P) = u°(T) + RT In (T, P) f : fugacité f(T,P) oo P

fravec(Z) =v  %dP-dinP)=din)  f(T.P)=Pexp [fop X %)dP]
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Plusieurs constituants :

”iz@ﬁkmmi dU =TdS-PdV + Y udny  -T &S =Y i dny

Théoreme d’Euler : si f(X,y, 2) est homogéne, de degré 1, en x, y, zalors f(x,y,2) = x(%)yZ + y(%)xZ + z(g—;)
démo :dériver Af = f(Ax, Ay, A2) par rapport a A d’ou, si 4 = 1... ’ ’
si Y extensive alors: Y(T,P,n) = X n ((m)

= G = X Niyi

Xy

T.PNjs

Equation de Gibbs-Duhem : VdP — SdT = ¥ nidy; démo : dG = PdV — SdT + 3 g dny = d(3 nigsi)
aTetPfixés: Y xduj =0 (permet de relier les y;) aussi: > x =1

Ceexistence de deux phases (pr un corps pur) : e = pg (St po < pp, seule a est stable)

Relation de Clausius-Clapeyron : 5= T(b;*f, y (loin du pt critq : vi << Vg)
Diagramme de phases : P/ T |sothermes d’Andews: P /v
Mélange parf de g p (loi de Dalton) : P; = X Pyt 0(T P°) + RT In £

Loi de Raoult (lig + gaz) : P, = XP${(T)  alors :pl u " ' (T)+RTInX  avec: 1 px = K (T) +RT Inx
Meélange binaire : A ~ pur : suit la loi de Raoult B ~ pur : A suit la loi d’Henry (Pa = X, Kng/a)
Activité P = Pisa‘ai coeff d’activité : ay = ; x!
(T) +RTIn a1
A dlllutlon infinie (suit la loi d’ Henry) ,uA pAw (T)+RTIn x'A
Pr une concentration fixée : ,uA ,qu (T)+RTIn [A]

Avancement ¢ : nj = n + ;&
Emax €t Emin s avecn; >0
Opérateur de Lewis : A Y = X vY; = (B—Y) si Y fonction d’état extensive

T,P
: _ _(au e _

Affinité chimique : T 6;S = A d¢ A=- (ﬁ)s,v (6§ )T o dG = -SdT + VdP — Ad¢
ﬂ_ _ZV|/J| = _AG

Condition d’équilibre chimique : A =0

Constante d’équilibre : K¢ = ]’I(afq)v' AG® = —RT InK2 (loi d’action de masse)

Avec I’activité a; :

— liquide pur (solvant) / solide pur : a = 1

—gaz(~parf):q =P = % en bar (att avec les Pa!) Prss = Lbar

- soluté : g = [A‘f] Cef=1mol /L p =#?,2L,c

éq
A=RTZvinL
Evolution : A dé > 0donc: A >0: — A<0:«  A=0:€q

faire des bilans de matiére (+ colonne n¢ ) att gaz inertes 2 réaction ~ successives

Quotient de réaction: Q = [T &" A=RT In

Relation de Van’t Hoff : d'nK = AFE?:

r0 ? |0 Z'V' r0
démo : L(InK?) = (AG)_ IyvivtEyor & ’%)———doudT(InK)_ S =

RdT

AG? = A H? - TA SO approximation d’Ellingham : A;H® et A,S° indép de T

0 0
Relations de Kirchhoff : dAr N o dAdrTST _AG
Relations de Glbbs-HeImhoItz : ArSO = —d(ﬁ;TGO) —ArT';'O =4 (ArTGO)

Réaction de formation : produit 1mol a P® = 1bareta T = cst
AfHO Zvjho h0 AfH0 >, corps vjh? loi de Hess : A,HO = i viAsHO

simple

Variance:v=n-r+2-¢ (n: nb d’espéces chimiques, r : nb de réactions, ¢ : nb de phases)

démo: Y, X ot == =y -1, A=0:r
¢’ = c—r :nbde réaction chimgmt indép att : aux relationsentre P=v=v-1

Lig/gaz: A =RTINKS - RT(Zv;
Solutés / solides : A = RT InKY + RT(ZSO,ute y3o! Ute) In(Crer) RT In [Tsolute N’

Endo/exothermique : A;H® > 0 ou < 0
AHOdT dé> 0
Principe de Lechatelier : principe modération, le syst diminue les effets de la perturbation
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Diagramme d’Elligham : 2M + O, — £ MOy (oxyde) AGY =RT InP_‘éq2 = f(T)  haut: + oxydants
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